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Wyktad 2. Dowody Interaktywne

Wyktadowca: Stefan Dziembowski Skryba: Stanistaw Wierchota

Streszczenie. W trakcie wykladu wprowadzimy pojecie dowodu interaktywnego
i klasy jezykéw majacych dowody interaktywne. Nastepnie udowodnimy wazne
twierdzenie ktore charakteryzuje tg klase jako rownowazng PSPACE (Twierdzenie
Shamira).

1 Wstep

Dowdd jest jednym z fundamentalnych poje¢ w matematyce i informatyce. Tradycyjnie dla danego zbioru aksjoma-
tow i regut wnioskowania, dowodem(proof) twierdzenia jest odpowiedni ciag formut. Gdyby wszystkie twierdzenia,
prawdziwe w danej teorii, przedstawié¢ jako lancuchy znakéw nad skoriczonym alfabetem to o teorii mogliby$Smy
my$le¢ jak o jezyku L nad tym alfabetem. Dowdd - proof bedziemy réwniez reprezentowaé jako stowo nad tym
alfabetem.

Systemem dowodzenia dla jezyka L bedzie algorytm weryfikacji V (weryfikator), taki ze:

1. (Pelnosc¢) Twierdzenia prawdziwe majg dowody. Jesli dowolne z € L, to istnieje proof takie, ze V (x, proof) =
true

2. (Poprawno$é¢) Twierdzenia falszywe nie maja dowodow. Jegli jakies z ¢ L, to dla kazdego proof™, zachodzi
V(z,proof™) = false

W dalszej cze$ci wykladu interesowaé nas beda systemy dowodzenia, w ktorych weryfikator dziala w czasie wielo-
mianowym. Jak nietrudno spostrzec, klasa jezykow dla ktérych istniejg systemy dowodzenia, w ktorych weryfikator
V jest deterministyczng maszyng Turinga, jest réwnowazna klasie NP.

Zauwazmy, ze nasza definicja systemu dowodzenia, nie naklada zadnego ograniczenia na trudno$¢ znalezienia
takiego proof, o ktérym mowa w warunku Petnosé. Mozemy wiec mysle¢, ze proof zostalo wyprodukowane przez
jakas maszyne Turinga o nieograniczonej mocy obliczeniowej. Jej ,zadaniem” jest przekonianie weryfikatora o tym,
ze ¢ € L. Taka maszyne nazwiemy P - udowadniaczem (ang.: proover).

Uogo6lnimy teraz pojecie systemu dowodzenia:

e Weryfikator V moze by¢ niedeterministyczng maszyng Turinga

e Zamiast wysytania jednego dowodu proof od udowadniacza P do weryfikatora V, dopuszczamy wielokrotna
iteracje

e Weryfikator V, moze z odpowiednio matym prawdopodobieristwem akceptowaé elementy nie nalezace do jezyka

Definicja 1 Niech L C {0,1}".

Systemem dowodu interaktywnego dla jezyka L nazywamy pare (V, P), gdzie:

Weryfikator V. — dowolna zrandomizowana interaktywna maszyna Turinga dzietajgca w czasie wielomianowym.

Udowawadniacz (ang.: Proover) P — dowolna interaktywna maszyna Turinga.

Maszyny V' i P dostajg wspolne wejscie x i wchodzq ze sobg w interakcje. Iteracja polega na wymianie ciggu
wiadomos$ci my,ma, ... myg, przy czym P wysyla wiadomosci o nieparzystych numerach, a V o parzystych. W
rezultacie V zwraca warto$é true albo false.

Formalnie wiadomosci definiujemy w nastepujgcy sposéb: mqi=P(z) - oznacza to zZe pierwsza wiadomo$é jest
tworzona przez Udowadniacz na podstawie stowa wejsciowego. Nastepnie mamy mo;=V(x,m1 ... Mmai—1,r;) oraz
ma;_1=P(x,m1 ... ma;_2), gdzie r; oznacza cigg losowy wielomianowej diugosci wykorzystywany przez Weryfikator
w trakcie i-tej wymiany. Na koniec jesli ostatnig wiadomoScig my, wysylang przez V jest true lub false, zwraca on Ze
dane wejsciowe sq akceptowane lub odrzucane. Niech (V, P)(x) oznacza te wartosé.

Powiemy ze (V, P) akceptuje jezyk L jesli:

1. (Petnosé) Jesli dowolne z € L, to (V,P)(z) = true.



2. (Poprawnosé) Jesli jokies x € L, to dla dowolnego P* mamy (V, P*)(z) = false z prawdopodobieristwem co
nagmniej 0.5.

Uwaga: 0.5 jest wyborem do§é¢ arbitralnym. Prawdopodobieristwo tego ze P oszuka V mozemy dowolnie zmniej-
szy¢ wykonujac protokédt wielokrotnie.

Definicja 2 Dla dowolnej funkcji f : N — N, IP(f(-)) oznacza rodzine jezykéw majgcych dowdd interaktyuwny,
taki, ze dla dowolnego x strony wymieniajq co najwyzej f(x) wiadomosci.

Niech:
IP = Upepoly ZP(poly)
gdzie poly oznacza zbior wszystkich wielomiandw.
Zauwazmy, ze:
NP CcZP(1)

W dalszej cze$ci wykladu rozwazaé bedziemy jak klasa 7P ma sie w stosunku do innych klas zlozonosci.

2 Przyklad dowodu interaktywnego
Aby zilustrowaé site dowodow interaktywnych pokazemy dowdd interaktywny dla problemu nieizomorfizmu graféw .

Definicja 3 Mamy dane dwa grafy G = (V, E) i G =(V, E') o takim samym zbiorze wierzchotkéw V. Sq one
izomorficzne , jesli istnieje permutacja m zbioru V, taka Ze G =n(G). Przez w(G) oznaczamy graf (V,[r(u),m(v)]:
[u,v] € E). Izomorfizm grafow G i G zapisujemy:

G=@G.

Izomorfizmem graféw nazywamy jezyk G1:= {(G,H) : G = H}.
Nieizomorfizmem graféw nazywamy jezyk GNI bedgcy uzupetnieniem jezyka GI.

Problem izomorfizmu graféw jest problemem NP (majac §wiadka w postaci permutacji tatwo mozemy stwierdzic
czy dwa grafy sg izomorficzne), nie wiemy natomiast czy jest problemem NP-zupelnym i czy nalezy do P. Analogicznie
o problemie nieizomorfizmu graféw nie potrafimy powiedzie¢ czy jest w NP.

Potrafimy jednak pokazaé, ze problem nieizomorfizmu grafoéw jest w ZP [2].

Twierdzenie 4 GNI € ZP.

Dowéd:
Dowdd nalezenia jezyka do klasy 7P bedzie polegal na opisaniu protokolu pomiedzy weryfikatorem V i udowad-
niaczem P, a nastepnie pokazaniu jego Pelnosci i Poprawno$ci. Protokét wyglada tak:

Wejscie: grafy Go = ({1,...,n},Ep) i G1 = ({1,...,n}, E1).
1. V: wybierz losowo b € {0,1} i permutacje na {1,...,n}. Niech H = n(G}). Wyslij H do P.
2. P: jesli Go = H, to niech ¢:= 0, wpp: ¢c=1. Wydlijcdo V

3. V: Jesli ¢ = b to zwr6é true, wpp zwrdé false.

Pelnosé: jesli Gy 2 G1, to Go = H wtedy i tylko wtedy gdy b = 0, wiec V zaakceptuje zawsze.
Poprawnosé: jesli Go = G, to H ma identyczny rozklad, przy b = 01i b = 1 (zostawiamy, to jako ¢wiczenie dla
czytelnika). Zatem P ma szanse 0.5 zgadniecia b poprawnie.

O

Uwaga: powyzszy dowod pokazuje nawet, ze GNI € ZP(2).



3 'Twierdzenie Shamira
W tym rozdziale pokazemy nastepujace fundamentalne twierdzenie charakteryzujace klase ZP
Twierdzenie 5 7P = PSPACE.[/]

Dowdd:(Zarys)

Bedziemy dowodzi¢ PSPACE C ZP. Dowdd zawierania w drugg, strone pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Dowéd bedzie polegal na pokazaniu, ze problem prawdziwosci Kwantyfikowanych Formut Boolowskich (ang.:
Quantified Boolean Formulas QBF), ktory jest problemem zupelnym w PSPACE nalezy do ZP.

Definicja 6 Kwantyfikowana Formula Boolowska (ang.: Quantified Boolean Formulas QBF) moze byé:
e zmienng zdaniowq, takq jok x;
o wyrazeniem postaci —x;, gdzie T; zmienng zdaniowq
e wyrazeniem postaci (¢1 V ¢2) lub (P1 A o), gdzie ¢1 i ¢2 sq kwantyfikowanymi formutami boolowskimi

o wyrazeniem postaci Yy, ¢1 lub A, ¢1 gdzie xz; jest zmienng zdaniowq, a ¢1 kwantyfikowang formutg boolowskq

QBF jest zamknieta jesli nie zawiera zmiennych wolnych. W dalszej czesci rozwazan bedziemy uzywacé pojecia
QBF majac na mys§li zamkniete QBF.
Definiujemy QBFT C QBF jako

QBFT := {p : ¢ jest prawdziwe}
Problem ten jest PSPACE-zupelny (dowéd np. w [3])

Dowédd dla szczegdélnego przypadku

Aby lepiej zilustrowaé idee dowodu rozwazymy najpierw nieformalnie szczegblny przypadek, gdy formuta jest
postaci:
o =3xg---AxpnP(x0,-..,Tn), (1)

gdzie 1 (xo, ..., z,) jest formuly bez kwantyfikatorow.

Problem spelnialnosci formul w postaci ¢ réwnowazny jest problemowi SAT, ktory jest problemem NP-zupelnym.
Nas interesowaé bedzie uzupelnienie tego problemu, ktére jest oczywiscie coNP-zupelne. Pokazemy dowdd interak-
tywny tego, ze formula ¢ postaci (1) jest falszywa.

Kluczowym pomysltem jest arytmetyzacja formuly ¢. Arytmetyzacja polegaé bedzie na stworzeniu wyrazenia

arytmetycznego a, réwnowaznego formule ¢. Zaczynamy od przerobienia ¢ (o, ..., Z,) na wyrazenie arytmetyczne
ze zmiennymi o, .. ., Z,. Robimy to przez indukcje po strukturze:

® Oy, = T4

o a_,, =1—z

® Qyovyy = (ad’o) + (allh)
® Qyonyy = (awo) : (allh)

Nastepnie przerabiamy kazdy kwantyfikator 3., na Ez,-e {01}

(gdzie 3, c0.13 @(z) = a(0) + a(1)).
W wyniku arytmetyzacji ¢ otrzymujemy:

Q= Z Z ay(T1,...,2Tn)

z1€{0,1} z,€{0,1}
Otrzymane wyrazenie o, ma dwie wazne wlasnosci:

® a, jest z gbry ograniczone przez jakie§ p > 2". Wynika to w do$¢ oczywisty sposéb ze sposobu w jaki
konstruujemy wyrazenie.



e zachodzi rowniez:

¢ jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy gdy a, # 0. (2)
Aby pokazaé (2) wystarczy udowodnié, ze dla ustalonego wartosciowania zmiennych x4, ..., z, w {0, 1} zachodzi:
P(x1,...,xy) jest prawdziwe wtedy 1 tylko wtedy gdy a,(21,...,2,) # 0. (3)

Dowdd: Zastosujemy indukcje strukturalng po budowie ¢.

Powyzsza wlasnosé jest oczywicie prawdziwa dla literaléw. Rozpatrzmy formute p=¢; V 2. Jest ona prawdziwa
jesli ;1 lub @2 ma warto$é true, co na mocy zatozenia indukcyjnego zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy przynajmniej
jedno z wyrazei oy, , a,, ma warto$¢ dodatnig. To z kolei zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy a,=ay,+ a,, ma
warto§¢ dodatnia. Dla A dowdd przebiega analogicznie.

Zatem wystarczy pokazaé¢ dowdd interaktywny faktu, ze arytmetyzacja wyrazenia ¢ postaci (1) ma wartosc 0.

Wejscie: Formula ¢ = Jxg -« -z, 0(xo, - - ., Tn)

1. P, V: Niech F;, bedzie jakims cialem (p>2"), d=[¢| i oy =3, 011" " 2Zanefo,1} @ (T1, - - -, Tn) arytmetyza-
cja formuly ¢.

2. P: Usuwamy z a, pierwsze Ezl. Otrzymujemy wielomian p; wzgledem zmiennej z:

P1(2) = Topcron) Lancion) @2 T2, )

P dysponuje wystarczajaca moca obliczeniowg zeby policzy¢ p;(z). p1(z) moze byé stopnia co najwyzej n wiec
P moze go wysta¢ do V.

3. V: sprawdza, czy p1(0) + p1(1) = 0. Jesli nie to koniczy i zwraca false.
4. V: wybiera losowe r; € F}, i wysyla je do P.
5. V: oblicza v; = p1(r1)
6. P,V: Dla i = 2 do n wykonujemy:
(a) P: Pozbywamy sie kolejnego ) i otrzymujemy wielomian:

pi(z) = Ewie{o,l} . EwnE{O,l} al/’(lrh ey P15, 2, L1 - - - ,.’L'n)
(b) V: sprawdza, czy p;(0) + p;(1) = v;—1. Jesli nie to koniczy i zwraca false.
(c) V: wybiera losowe ry € Fj, i wysyla je do P.

d) V: oblicza v;_ = p;(r;)

(
7. V: Akceptuje jesli p,(r;) = o (1, -, 70)

Dowéd:

Pelnosé: Protokot jest tak skonstruowany ze jesli ¢ jest falszywe co oznacza ze o, = 0 i P zachowuje sie jak
nalezy to V przejdzie wszystkie testy i zwroci (V, P) = true. Zajdzie p1(0)+p1(1)=0, p;(0)+p;(1)=v;—1 dla kazdego
i>1,ipp(r;) = ap(ry,...,rn).

Poprawnosé: Jedli ¢ jest prawdziwe, to wéwczas a, = v # 0. Pokazemy ze bez wzgledu na przyjeta strategie
P* nie bedzie potrafit przekona¢ V' ze a, = 0 z odpowiednio duzym prawdopodobieiistwem.

Niech p;(2),...pn(2) oznacza wielomiany policzone prawidlowo, a pi(z),...,pk(2) wystane przez P* (dla ciagu
losowego r1,...r,). W pierwszej rundzie bez wzgledu na wystane przez P* p} bedzie zachodzié¢: (a) p}(0)+pi(1) # 0,
lub (b) p} # p1- W przypadku (a) V zwroéci od razu false. Do rozpatrzenia pozostaje przypadek gdy nie zachodzi (a)
i zachodzi (b). Nie zachodzi (a), wiec p? przechodzi test pi(0) + pi (1) = 0. Dla wybranej przez V losowej wartosci
r1 € F, z duzym prawdopodobiefistwem (> 1 — d/|F,|) p1(r1)* # pi(r1) (poniewaz wielomiany p} i p1 sa stopnia
co najwyzej d, zachodzi pf(r)=pi1(r) dla co najwyzej d wartosci, a losujemy je ze zbioru F,). Zauwazmy ze jesli P
bedzie mial szczescie w losowaniu i py(r1)* = p1(r1) to uda mu si¢ oszuka¢ V. Wtedy wystarczy ze w nastepnych
rundach bedzie mu wysytal wielomiany a p}(z) = p2(2), ..., pL(2) = pn(2).

Jesli P nie udatlo si¢ oszukaé V' w zadnej z i-1 rund to w i-tej musi oszukiwaé dalej. Analiza i-tej rundy przebiegac
bedzie analogicznie jak pierwszej. Z zalozenia o poprzednich rundach wiemy ze:



Pi_1(ric1) # pi—1(ri—1) = pi(0) + pi(1)

Bez wzgledu na wystane przez P* pf musi zachodzi¢: (a) pf(0) + pf(1) # pf ,(ri-1), lub (b) pf # pi. W
przypadku (a) V zwréci od razu false. Do rozpatrzenia pozostaje przypadek gdy nie zachodzi (a) i zachodzi (b). Nie
zachodzi (a), wiec pf przechodzi test p;(0) + p}(1) = 0. Dla wybranej przez V losowej wartosci r; € F, z duzym
prawdopodobienstwem (> 1 — d/|Fp|) pi(r:)* # pi(rs).

Po wykonaniu n-krokéw, z prawdopodobieristwem co najmniej 1 —ns*d/|F)p|, weryfikator zwroci false lub p (r,) #
Pn(rn) = ay(@1,. .., %), O

PrzejdZmy teraz do ogdlnego przypadku

Skonstrujemy dowdd iterakcyjny dla jezyka QBFT. Glowna idea dowodu bedzie taka sama jak w szczegblnym
przypadku. Zanim przejdziemy do konstrukcji protokotu, musimy rozwazy¢ kilka zagadnien.

Na poczatku musimy rozszezy¢ arytmetyzacje formuty ¢ . Moze mie¢ ona teraz dowolng postaé i zawieraé
kwantyfikatory uniwersalne. Bedziemy je arytmetyzowaé¢ w nastepujacy sposob:

® vy, = HwE{O,l}av?

(gdzie ;e 0,130(z) = (0) - a(1)).

Pojawiaja sie problemy:

1. Warto$¢ a, moze by¢ podwojnie wyktadnicza ze wzgledu na |¢|. Przyktad: jesli

@ =Vy, -+ Yy, (true V true)

(((22)2)2...>2 — 92"

Weryfikator V, dzialajacy w czasie wielomianowym, bedzie mie¢ problemy z liczbami podwdéjnie wyktadniczymi.

to wartos¢ a, wynosi

2. Stopien wielomianu moze byé¢ wyktadniczy, np. jesli
(pzvzl...vwn(xl VV.’L'n)

to dostajemy
a, =17 .
Zatem wielomian jest za dlugi, zeby go przesta¢ weryfikatorowi!

Zanim rozwigzemy pierwszy problem udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat 7 Jesli warto$¢ wyrazenia o, o diugosci n jest rézna od zera to istnieje liczba pierwsza p z przedziatu od 2"
do 2%*", taka Ze o, # 0 mod p

Dowéd: Przypus$émy, ze a, = 0 mod p dla wszystkich liczb pierwszych z przedzialu od 2" do 23*". Z chiriskiego
twierdzenia o resztach wynika, ze o, ma réwniez reszte z dzielenia réwng zero modulo iloczyn tych liczb. Pokazemy,
ze ten iloczyn jest wiekszy niz warto$¢ a,,, czyli reszta z dzielenia nie moze wynosi¢ zero.

Latwo mozna zauwazy¢ ze warto$¢ o, nie moze by¢ wieksza niz 22" Kazda operacja moze oznaczaé co najwyzej
podniesienie do kwadratu warto$ci wyrazenia, a operacji jest co najwyzej n.

Liczb pierwszych z przedziatu od 2" do 23*" jest co najmniej 2%, czyli ich iloczyn jest wiekszy niz 22" . Wiecej
informacji na temat dowodu tego faktu mozna znalezé w Papadimitru.

O

Z lematu wynika ze caly protokél mozemy przeprowadzié¢ modulo liczba p z przedzialu od 27 do 23*". Kazemy
wiec prooverowi pokazaé takie p i przedstawié¢ weryfikatorowi. Weryfikator moze sprawdzié, czy p jest liczbag pierwsza,
(od niedawna znany jest deterministyczny test pierwszos$é). Alternatywnie P moze przesta¢ V dowdd pierwszosci p.

Z drugim problemem radzimy sobie wprowadzajac pojecie prostych kwantyfikowanych formut boolowskich.

Definicja 8 Formuta QBF jest prosta jesli wystgpienie kazdej zmiennej x; nie jest w niej oddzielone od miejsca
swej kwantyfikacji przez wiecej niz jeden kwantyfiaktor uniwersalny.



Przyktad prostej formuty:
Ve Vao3as [(T1 V 22) AV, (X2 Ax3 A 24)]
Przyklad formuly ktora nie jest prosta
Vo Vo, [(X1 A 22) A Vg (m21 A 23)]
(z powodu z1).

Lemat 9 Kazda formuta QBF o rozmiarze n moze byé wydajnie przeksztatcona na prosta formute QBF o rozmiarze
wielomianowym wzgledem n.

Dowdd: Rozpatrzmy dowolny kwantyfikator uniwersalny Vy i dowolng zmienng ktéra jest zwigzana z kwantyfikato-
rem stojacym przed Vy i wystepuje w formule po Vy. Formula ¢ ma zatem postaé ...Qx...Vy9(x). Przeksztalcamy
ja nastepujaco:

Q. Yy 3y (= 2) ANp(a))

gdzie '=’ jest zdefiniowane w standrdowy sposéb za pomoca 'V’ i 'A’.

Algorytm zamieniania bedzie dziala¢ w nastepujacy sposéb. Przegladamy formute ¢ od lewej strony. Po na-
potkaniu Vy dla kazdej zmiennej x zwiazanej kwantyfikatorem z lewej strony Vy i wystepujacej z prawej strony
Vy wprowadzamy z'. Dla kazdego napotkanego Vy taks operacje musimy powtozyé co najwyzej raz dla kazdej z
wystepujacych zmiennych.

Wprowadzanie nowych zmiennych nie zwieksza ilo§ci zmiennych ktoére musimy rozpatrywaé. Zauwazmy ze wpro-
wadzenie zmiennej 2’ dla z, powoduje ze dla nastepnego kwantyfikatora uniwersalnego po jego prawej stronie nie
bedzie juz zmiennej z, tylko z'. Algorytm bedzie dziala¢ w czasie O(n?). ]

Przyktad:
HxlszE'msV;MH;% s Q(.’L’1,$2,$3, L4,Ts5,- - )
przeksztalcamy na:
3q¥ag3,y (o = o8 A Tug¥agdes (af =2t A3y (ad =29 A3y (o3 =28 A g - Qat, b, 2k, 08,08,--) ) ) )

Teraz mozemy zatozy¢, ze na wejsciu P i V dostaja prosta formule ¢.

Wejscie: Formuta prosta ¢, o dlugosci n.
Dla skrocenia zapisu zamiast o, bedziemy uzywaé o

1. P: wybierz liczbe pierwsza p z przedziatu od 2" do 23*" taka, ze a # 0 mod p. Wyélij p do V.

2. V: sprawdz czy p jest liczba pierwsza. Je§li nie, to zwrdé false i zakoricz.

rekurencyjnie nastepujaco:

czy v = vg + v i wykonywane jest eval(ag) oraz eval(ay).
(b) Jedli & = ap - @1 — to podobnie

(c¢) Jesli @ = x, gdzie x jest jaka$ liczba, i x # v, to zwracane jest false i nastepuje koniec.

ze ¢ jest formuly prosta).

Zatem opis p jest wielomianowej dlugosci.

V sprawdza, czy p(0) + p(1) = v — jesli nie, to zwraca false i nastepuje koniec.
Wpp. V wysyta do P losowa liczbe r z przedziatu {0,...,p — 1}.

P oblicza v' = f(r), wysyla je do V.

V sprawdza, czy v' = f(r), jesli nie, to zwraca false i nastepuje koniec.

(e) Jedli @ = [yeq0,13@' (x) — to analogicznie.

Jedli podczas wywotlania tej procedury v nigdy nie zwrdci false, to na koniec zwraca true.

3. P oblicza warto§¢ v wyrazenia a i wysyla ja do V nastepnie P i V wykonujg protokot eval(a,v) zdefiniowany

(a) Jesli @ = ag+ay, to P oblicza wartosci vg 1 v; wyrazen ag i ag, odpowiednio; wysyla je do V'; V sprawdza,

(d) Jesli @ =3, c0,13 @' (@), to P oblicza wielomian p(z) = a'(z) i przesyla go w postaci kanonicznej do V.

Zauwazmy, ze stopien zmiennej x w wielomianie p(z) jest linowy wzgledem dlugosci a. (wynika to z tego

Wpp. wywolywane jest eval(a/,v'), gdzie o' powstaje z o przez podstawienie na zmienng x wartosci 7.




Pelnosé: Protokot jest tak skonstruowany ze jeSli ¢ jest falszywe co oznacza ze a, = 0 i P zachowuje si¢ jak
nalezy to V przejdzie wszystkie testy i zwroci (V, P) = true.

Poprawnos$é: Dowdd nalezy przeprowadzié przy uzyciu indukcji, analogicznie jak w rozwazanym wcze$niej
prostym przypadku.

Zainteresowany czytelnik znajdzie wiecej szczegolow w [5], [1], [4] na ktorych zostaly oparte powyzsze notatki.

O

Czytelnikom zainteresowanym glebszym i szerszym zrozumieniem tematyki przedstawionej na tym wykladzie pole-
camy znakomicie napisany i wydany w serii "Klasyka Informatyki” podrecznik Christosa H. Papadimitriou "Zlozonosé
obliczeniowa” [3].
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